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摘  要：钛合金弹性性质因其组成成分以及组织结构的差异而不同。本研究基于多尺度弹性响应本构模型，以双相 α+β

钛合金为例，理论预测了钛合金在载荷作用下的等效弹性响应，理论计算了不同相含量的钛合金等效弹性性质参数，

如等效弹性模量 E 、等效体积模量 K 、等效剪切模量 G 以及等效泊松比 ，揭示了相含量对钛合金弹性性质的影响机

制。与不同细观力学模型以及实验测量值的比较表明，双相钛合金 E 受 α相的影响较大，随 α相的降低，近似从 111.1 GPa

逐渐降至 87.5 GPa； K 、G 以及 受 β相的影响较大，随 β相的增加， K 近似从 104.2 GPa 增至 117.2 GPa，G 从 42.0 GPa

降至 31.8 GPa， 从 0.322 增至 0.376。模型预测值与实验测量值大致相当，从而证实了该模型的准确性。 
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钛及其合金在关键结构中的应用日益增多，使得

对其本征属性的研究愈发重要[1-2]。与其他合金材料不

同，钛合金的弹性性质，如弹性模量 E 以及泊松比，
表现出较大差异，这取决于合金成分以及组织结构[3-4]。

室温下，α-Ti 弹性模量 E 为 100~110 GPa，体积模量

K 为 106~108 GPa，泊松比为 0.320~0.360，剪切模量

G 为 42~45 GPa[5]；β-Ti 弹性模量 E 为 103~107 GPa，
泊松比为 0.34~0.40，剪切模量 G 约为 43 GPa[6]；α+β
钛合金弹性模量 E 为 70~120 GPa[7]，且 α+β钛合金弹性

性质与组分相的弹性性质以及晶体取向密切相关[8-9]。

hcp 结构的 α-Ti 具有塑性各向异性[10]，bcc 结构的 β-Ti
具有弹性各向异性[11]，两者对 α+β钛合金弹性变形的

协同作用会影响钛合金内部应力响应过程，但协同变

形机理尚不清楚[12-13]。 
国内外研究人员围绕着钛合金弹性性质开展了

广泛研究。一方面，借助声波显微技术 [7]、中子衍

射 [14]、高能同步 X 射线衍射 [15]等，实验探究钛合金

弹性常数；另一方面，借助多晶体材料细观力学模

型，如 Hill 模型 [16]、自洽方法 [17]以及第一性原理 [18]

等，理论探究单相钛合金应力响应过程。然而，多

晶体模型并未考虑单晶体组分材料之间的相互作

用，且对复相材料的性质预测差强人意 [19]。因此，

开展双相钛合金弹性响应的理论预测有助于分析

α+β 钛合金弹性性质，为合理调控钛合金力学性能，

精确测量内部残余应力提供参考。本研究以 α+β 双

相钛合金为例，构建双相钛合金多尺度本构模型，

理论预测双相钛合金在载荷作用下的弹性响应，理

论计算不同相含量的钛合金等效弹性性质参数，如

等效弹性模量 E 、等效体积模量 K 、等效剪切模量 G
以及等效泊松比 ，以期进一步揭示组分材料强化

钛合金性质的作用机理，定性分析不同微观组织的

钛合金强化机制，以构建双相钛合金构效关系。  

1  弹性响应模型 

为理论分析材料在载荷作用下的应力-应变关系，

常进行有关假设，如 Reuss 的等应力假设[20]、Voigt
的等应变假设[21]以及考虑晶体相互作用的 Kröner 模

型[22]以及 Mori-Tanaka（M-T）方法[23]等。本模型中，

将双相钛合金中的 hcp 结构的 α-Ti 视为基体相，bcc
结构的 β-Ti 视为增强相，忽略组分相之间的界面作用，

借助等效代表体积单元[24]，理论分析钛合金等效弹性

响应。 
单轴载荷作用下，双相钛合金整体的弹性变形行

为可用式（1）表示为 

0, 2

11

1 sin
E E

  


       
   

                （1） 

式中， 0 , 表示沿主轴应力 11 产生的宏观应变；ψ为 
钛合金整体参考方向与晶体应变方向的夹角；E 、 分
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别表示钛合金整体的弹性性质，即等效弹性模量以及

等效泊松比，与等效体积模量 K 以及等效剪切模量G

满足 

9 3 2,  
3 6 2

KG K GE
K G K G

 
 

 
                 （2）

 
当材料整体发生弹性变形时，材料内部晶体弹性

阶段的应力-应变关系为 
· Cσ ε                                （3） 

上式中， σ 、 ε 分别表示材料整体的应力、应变； C

表示复合材料整体的等效弹性刚度，与晶体结构的对

称性有关。根据模型假设，双相钛合金整体载荷可借

助有效代表体积单元几何描述，为纵向比较不同细观

力学模型差异，给出经典模型理论计算弹性性质上的

差异，并与本模型进行比较，定性分析模型之间的准

确性。 
1.1  Reuss 等应力模型 

假设由单晶体组成的多晶体材料，载荷应力可均

匀传递到组分材料中，则多晶体材料的等效弹性模量 

RE 以及等效泊松比 R 可由单晶体材料的弹性柔度系 
数 Sij 定量描述[20]，即 

 
 
44 11 12

R R
11 12 44 11 12 44

2 45 ,  
3 2 2 3 2

S S S
E

S S S S S S



 





 

 （4） 

上式中，Sij（i, j=1, 2, 3,…,6）表示 bcc 结构的单晶体

弹性柔度系数；同理，对于 hcp 结构的单晶体组成的 

多晶体材料， RE 、 R 分别是 

 

 

R
11 13 44 33

11 12 13 33 44
R

11 13 44 33

15
2 4 2 3

5 8
2 4 2 3

E
S S S S

S S S S S
S S S S




  

   
 

  

           （5） 

1.2  Voigt 等应变模型 
不同于 Reuss 模型，Voigt 通过假设由单晶体组成

的多晶体材料应变均匀相等[21]，近似得到多晶体材料

的等效弹性模量 vE 以及等效泊松比 v ，即 
  11 12 11 12 44

v
11 12 44

11 12 44
v

11 12 44

2 3
2 3

4 2
4 6 2

C C C C C
E

C C C
C C C
C C C



  
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 
 


 

          （6） 

上式中，Cij（i, j=1, 2, 3,…,6）表示 bcc 结构的单晶体

弹性刚度系数，与弹性柔度系数 Sij 满足 Cij
-1=Sij；同

理，对于 hcp 结构的单晶体组成的多晶体材料， vE 、

v 分别为 
  11 12 13 33 11 12 13 33 44

v
11 12 13 33 44

11 12 13 33 44
v

11 12 13 33 44

2 2 4 7 5 4 2 12
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
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
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   


   

    进一步，可根据公式（2）得到单晶体构成的多

晶体材料等效体积模量以及剪切模量。一方面，由

Reuss 模型以及 Voigt 模型计算得到的材料弹性性质

参数，仅适用于由均质组分构成的多晶体材料，而

对于不同材料组成的复合材料，如双相钛合金，其

组分材料为 hcp 结构的 α-Ti 以及 bcc 结构的 β-Ti，
通常用 Reuss 模型以及 Voigt 模型预测值作为复合材

料等效弹性性质的数值边界；另一方面，异种材料

复合，其整体材料的等效弹性行为，势必会因异质

结构而产生相互作用。因此，考虑晶体之间相互作

用的模型得到广泛应用，如 Kröner 模型以及

Mori-Tanaka 模型等。  
1.3  Kröner 模型 

当多晶体受载时，假设其平均应力、应变场量分

别为 σ 、ε ，则多晶体整体的本构关系可以用公式（3）
描述，分布在多晶材料中的某一单晶体 i，由于受到

相邻晶体之间的相互作用 [22]，定义该单晶体的应力

响应为 

 ·i i iC  σ ε                         （8） 
其中， iσ 、 iC 为某一单晶体 i 的应力以及弹性刚度系

数， i 表示单晶体之间的相互作用因子。基于此，

Kröner 进一步推导了 bcc 单晶体组成的多晶体材料等

效体积模量 kK 以及等效剪切模量 kG  

k R v
11 12

2

k v
2 2

1 1
3 2

121 2 24125 1
25 625

K K K
S S

axG G
ax a x

 
    

 
 

   
  
 

           （9） 

上式中，S11、S12 均为单晶体材料弹性柔度系数， RK 、

vK 分别是 Reuss 模型以及 Voigt 模型预测的多晶体材

料等效体积模量； vG 是 Voigt 模型预测的多晶体材料 

等 效 剪 切 模 量 ； 参 数 11 12 66

11 12 66

5 2
3 3 4

S S Sx
S S S

 


 
，

v v

v v

3 6
3 4

K Ga
K G





；进一步，根据公式（2）可计算得到

等效弹性模量以及等效泊松比。而由 hcp 结构的单晶

体组成的多晶体材料等效弹性性质可根据 Voigt 模型 

预测的多晶体等效体积模量 vK 以及等效剪切模量 vG
代入公式（9）求解，此处不再赘述。 

值得注意的是，尽管 Kröner 模型充分考虑了单晶

体之间的相互作用，但本质上与等应力 Reuss 模型以

及等应变 Voigt 模型一致，仅适用于均质材料组成的

单一结构。而对于异种材料组成的复合材料，基于异

种材料相互作用的 Mori-Tanaka 方法（M-T 方法）在

预测复合材料弹性性质方面应用更广。 

（7） 
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1.4  Mori-Tanaka 模型 
对于异种材料组成的复合材料，其组分材料弹性

性质各异，当载荷应力作用于复合材料整体时，增强

相材料的弹性应力场可根据 Eshelby 等效夹杂理论数

值求解[22]，并进一步，推导出复合材料等效体积模量 

K 以及等效剪切模量G  
 
  
 
  

1 1 0

0 0 1 1 0
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1
1

1
1

f K KK
K K f K K

f G GG
G G f G G






 

  


 

  

            （10） 

上式中，K1、K0 分别表示增强相以及基体相体积模量；

G1、G0 分别表示增强相以及基体相剪切模量；f1 为增

强相体积分数；参数 1
3 3








，

8 10
15 15








，其中

表示复合材料等效泊松比，复合材料等效弹性模量 E
可根据公式（2）进一步计算。 

虽然在模拟复合材料等效弹性变形时，M-T 方法

求解含不同几何形貌的增强相复合材料弹性性质具有

独特的优势，但 Eshelby 等效夹杂理论以及 M-T 方法

均忽略了晶体之间的相互作用，尤其是 M-T 方法对增

强相体积分数敏感，限制了其进一步应用。基于此，

本模型在 Eshelby 等效夹杂理论以及 M-T 方法的基础

上，进一步考虑晶体之间的相互作用。 
首先，在整体受载荷应力时，组分材料应力-应变

关系可用基于 Eshelby 等效夹杂理论进一步表示为 
   * 1· ·   C ε ε ε C ε ε                 （11） 

式 中 ，       
1

0 0 1 E 1 E 0 1 0· 1f f


           C C C C S S I C C
 1 E 0  C S S σ表示由 M-T 方法推导的材料整体弹性刚度

系数，其中 C0、C1 分别表示基体相与增强相的弹性刚

度系数，SE 为 Eshelby 等效夹杂因子，与增强相的几

何形貌有关，f1 表示增强相的体积分数，S0 为基体相

的弹性柔度系数，与 C0 满足
1

0
C = 0S ； ε 、 σ分别表

示材料整体平均应力与应变，ε 为组分材料弹性互异

而产生的附加应变，ε*表示因含有增强相而产生的本

征应变或者固有应变，与附加应变满足 E *·ε S ε 。 
其次，当材料整体承受载荷 σ时，组分材料应力

响应满足 

1 1 0 0,    σ B σ B                       （12） 
式中，B1、B0 分别表示应力分布因子，与材料弹性性

质有关，即
   1 ,i i

i i

K G
K K K G G G 

 
 
     

B ，其中 Ki、

Gi 分别表示组分材料的体积模量以及剪切模量（i=0
表示一相，i=1 表示另一相）； K 、G 分别表示材料

整体的等效体积模量以及剪切模量，参数 α，β如公式

（10）所示。 

将 E *·ε S ε 代入公式（11）转换得到 

   1
1 1 E· · ·   C C ε C C C S ε             （13） 

将公式（3）代入公式（13）左边，并联立公式（12）
可得变形公式： 

1·ε T σ                               （14） 
其中    11 1

1 E 1 1· · · ·
    T C C C S I C S B ，参数 S 为材

料整体的弹性柔度系数，与C满足 -1C = S。定义参数

T为材料整体的弹性柔度相互作用因子。 
最后，由公式（11）可知，增强相应变 1  ε ε ε，

联立公式（14）可得 

 1 ·   ε ε ε S T σ                  （15） 
如前所述，材料等效弹性响应指的是材料应力与

应变之间的响应关系在整个三维空间中的宏观呈现，

而式（15）为组分材料应力与应变之间的关系。因此，

对式（15）沿整个三维空间体积平均，即可得到材料

整体的弹性应力与应变关系，即： 
2π

10
1 2π

0

d

d




 


ε
ε                             （16） 

对比公式（8），参数 T 一方面表征含异种材料

时因组分材料弹性互异而产生的相互作用，另一方面

也代表了复合材料整体的平均应变与应力之间的响应

关系。因此，在材料整体受载荷时，考虑异种材料之

间变形相互作用的多尺度弹性响应本构模型证毕。下

面将结合文献报道的实验值，以双相钛合金为例，证

明该模型的准确性和可靠性，并结合具体算例，给出

式（16）的具体数值形式。 

2  理论计算实例 

2.1  α-Ti 合金弹性性质 

hcp 结构的 α-Ti 钛合金，晶格常数为 a=0.295 nm，

c=0.468 nm[25]，其弹性刚度有 5 个非零且相互独立的

常数，即 C11、C12、C13、C33、C44。根据 Cij
-1=Sij，计

算得到的 α-Ti 弹性柔度系数与实验测量值十分接近，

如表 1 所示[26-27]。 
进一步，根据公式（14）、（15）预测单相 α-Ti

钛合金等效弹性性质，需精确求解弹性柔度相互作用

因子 T以及 α-Ti 钛合金等效弹性刚度系数C 。根据模

型假设，此时 α-Ti 钛合金微观组织可认为是由 hcp 结

构的单晶体组成的单相多晶体材料，根据公式（11）C
等于 hcp 结构的单晶体弹性刚度系数，于是单相 α-Ti
钛合金等效弹性性质可通过求解含未知数 x、y 的方程

数值求解： 
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表 1  α-Ti 以及 β-Ti 合金的弹性常数 

Table 1  Elastic constants of α-Ti and β-Ti alloys 

Phase 
Elastic stiffness/GPa  Elastic compliance/×10-4 GPa 

Ref. 
C11 C12 C13 C33 C44  S11 S12 S13 S33 S44 

α-Ti[26] 153.97 85.98 67.16 183.00 46.27  
100.0 -47.0 -19.0 69.0 216 Cal. 
99.8 -47.1 -19.3 69.0 214 Exp.[26] 

β-Ti[27] 134.0 110.0 110.0 110.0 55.0  287 -129 -129 287 182 Cal. 

 
 
 

, 0
, 0

f x y
g x y

 
 

                           （17） 

其中，f(x, y)=(x2+b4x+b5)[2(42y+b1)x-(3b1-10b2)y-36y2]- 
4y(6x+b2)(x+y)(2x+b4), g(x, y)=4(18y+b1)x2-2[24y2+3(b1- 
2b2)y-b3]x-y(8b2y+3b3) ,  常数 1b =2( 11 122C C )+ 33C ，

b 2 = 11 12 33 132 2 4C C C C   ， 3 11 12 33 13
23 ( ) 2b C C C C     ， 

11 12
4 44 2

C Cb C 
  ， 11 12

5 44 2
C Cb C 

 。 

最终，单相 α-Ti 钛合金等效弹性模量
9

3
axE

a x



，

等效泊松比
3 2
6 2
a x
a x

 



，进一步根据公式（2）可求得

等效体积模量 K 以及等效剪切模量G 如表 2 所示。 
由表 2 可知，考虑晶体相互作用的 Kröner 模型

以及多尺度本构模型预测值均介于 Reuss-Voigt 预

测值之间，表明了该理论上的可行性；另一方面，

Reuss 模型预测的单相 α-Ti 钛合金 E 与实验值较吻

合，Voigt 模型预测的 K 值较实验值接近，这表明

了仅假设载荷应力或应变场均匀的单相多晶体模

型局限性，而通过弹性响应多尺度模型预测的单相

α-Ti 钛合金等效弹性性质整体上与实验测量值大

致相当，等效体积模量 K 、等效剪切模量 G 、等效

弹性模量 E 、等效泊松比 分别约为 103.47 GPa、
42.57 GPa、112.31 GPa、0.319，与实验值的误差分

别约为 4.2%、5.4%、2.1%、0.3%，从而证实了该

模型的准确性。  
2.2  β-Ti 合金弹性性质 

bcc 结构的 β-Ti 合金，其晶格常数为 a=b=c=      
0.332 nm[28]，不同于 hcp 结构拥有的 5 个非零且相互独

立的弹性刚度系数，β-Ti 合金仅有 C11、C12、C44，并

根据弹性柔度 Sij 与弹性刚度 Cij 之间的关系，理论计

算了其弹性柔度系数，如表 1 所示[29-30]。 
根据多尺度弹性本构模型，此时 β-Ti合金是由 bcc

结构的单晶体组成的单相多晶体材料，因此根据公式

（11）单相 β-Ti 合金整体的等效弹性刚度系数 Cij 等

于 bcc 结构的弹性刚度系数，而弹性柔度相互作用因

子 T可进一步由公式（14）求得。最终，根据公式（15）、
（16），单相 β-Ti 合金等效弹性性质可通过求解含未

知数 x 的方程数值求解： 
3 28 (9 2 ) 3 ( 2 ) 3 0x a b x c a b x abc           （18） 

其中常数 11 122
3

C Ca 
 ， 11 12b C C  ， 44c C 。 

对比实验测量值可知，Kröner 模型以及本模型预

测的单相 β-Ti 合金等效体积模量 K 与 Reuss 模型以及

Voigt 模型相等，约为 118.00 GPa，与实验测量值 116.7 
GPa 的误差约为 1.1%，表明理论预测多晶体材料等

效弹性性质时，晶体之间的相互作用不可忽略。此外，

本模型预测的 E （83.49  GPa）、 （0.382）以

表 2  α-Ti 以及 β-Ti 合金的弹性性质 

Table 2  Elastic properties of α-Ti and β-Ti alloys 

Elastic 

property 

Model for α-Ti alloy 

Experiment 

Model for β-Ti alloy 

Experiment 
Reuss Voigt Kröner 

Current 

model 
Reuss Voigt Kröner 

Current 

model 

K /GPa 103.44 103.50 103.45 103.47 108[29]  118.00 118.00 118.00 118.00 116.7[30] 

G /GPa 41.72 43.35 42.53 42.57 45[29] 22.60 37.80 31.29 30.20 33.6[30] 

E /GPa 110.32 114.12 112.22 112.31 110[29] 63.74 102.46 86.26 83.49 92.0[30] 

  0.322 0.316 0.319 0.319 0.32[29] 0.410 0.355 0.378 0.382 0.368[30] 
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（20） 

及 G （30.20 GPa）大小介于 Reuss 模型以及 Voigt
模型之间，从而证实了该模型的理论可行性。值得

注意的是，Kröner 模型预测的 E 、 以及 G 与实验

测量值较接近，再次验证了晶体之间的相互作用对

单相 β-Ti 合金等效弹性性质的影响至关重要。  
2.3  α+β双相钛合金弹性性质 

不同于单相钛合金，由具有不同含量的 hcp 结构

的 α相以及 bcc 结构的 β相组成的 α+β双相钛合金，

其弹性性质一方面受其组分材料的弹性性质影响，另

一方面，其异质结构引起的相互作用也同等重要。 
如前所述，为精确求解双相钛合金等效弹性性质，

其等效弹性刚度系数C以及弹性柔度相互作用因子 T
至关重要。因此，首先根据公式（11），构建 α+β双
相钛合金C如图 1 所示。 

由图 1 可知，含 7 个非零且相互独立的双相钛合

金等效弹性刚度系数分别对应不同的堆积直方图色

块，这表明随 β 相含量的增加变化趋势不同。其中，

C11、C33 均随 β相的增加而降低，其他则与之相反。 
进一步，基于本模型建立的多尺度弹性本构模型，

根据公式（15）、（16），推演得到双相钛合金等效弹性 
性质的数值形式： 

( , ) 0
( , ) 0

F x
G x











                          （19） 

上式中， ( , ) | |F x   A， ( , ) 2 | | 18 | | 18 | |G x     B C D  
18 | | | | | | | |     E F G H ，其中 | |~| |A H 分别为

未知数 x、μ与等效弹性刚度系数C组成的矩阵行列式

如下： 
2 2

11 12 11 13 11 14 15 16

21 22 21 23 21 24 25 26

31 32 31 33 31 34 35 36

41 42 41 43 41 44 45 46

51 5

3(2 3 ) 8( ) 2 2
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图 1  双相钛合金的等效弹性刚度 

Fig.1  Equivalent elastic stiffness of dual-phase titanium alloy  
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由此可见，公式（19）是关于 x、µ 的高阶方程，

考虑到双相钛合金等效弹性刚度系数的构建基于 M-T
方法，因此本模型中进一步以 M-T 方法求解的等效体

积模量 K 以及等效剪切模量G 为初始值，即 
4 (2 3 ) 7 8,  
3(2 3 ) 5( )

x xK G
x x

  
 

 
 

 
             （28） 

联立式（19）、（28）迭代求解未知数 x、μ，并最终

根据公式（2）求解得到不同 β相含量的双相钛合金等

效弹性性质参数，结果如图 2 所示。 
由图 2a 可知，M-T 模型预测的双相钛合金等效体

积模量 K 随 β 相的增加近似从 117.2 GPa 逐渐降至

104.1 GPa，等效剪切模量G 近似从 30.7 GPa 增加到

41.9 GPa；对比本模型的预测值可知，基于多尺度本

构模型预测的双相钛合金 K 以及G 随 β相含量的变化

趋势与 M-T 模型相反，其中，K 近似从 104.2 GPa 增

（21） 

（22） 

（23） 

（24） 

（25） 

（26） 

（27） 
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加至 117.2 GPa，G 近似从 42.0 GPa 逐渐降至 31.8 
GPa。一方面，由表 2 可知，双相钛合金中 β 相 K 预

测值或实验值均大于 α相，而G 与之相反。因此理论

上，随着 β相的增加，双相钛合金的等效体积模量 K
理应逐渐增大，但略低于 β相的理论预测值如表 2 所

示，同理，等效剪切模量G 应逐渐降低，但略高于 β
相的理论预测值。可见，基于多尺度等效弹性响应预

测值更为准确；另一方面，随 β 相体积分数的增加，

M-T 方法与本模型预测的双相钛合金 K 、G 之间的差

异先逐渐缩小而后逐渐增大，表明 M-T 方法预测材料

等效弹性性质对增强相体积分数敏感，这与文献报道

的情况较一致。 
由图 2b 可知，M-T 方法预测的双相钛合金等效

弹性模量 E 随 β 相的增加近似从 84.7 GPa 逐渐增至

110.7 GPa，本模型预测值趋势与之相反， E 近似从

111.1 GPa 逐渐降至 87.5 GPa，且 2 种模型预测的 E
差值先减小而后逐渐增大，这可能是因为一方面，

M-T 方法预测材料等效弹性性质时对体积分数敏感  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
图 2  双相钛合金的等效体积模量 K 、等效剪切模量G 、等效

弹性模量 E 以及等效泊松比  

Fig.2  Equivalent elastic properties of dual-phase titanium alloy: 

(a) equivalent bulk modulus K  and equivalent shear 

modulus G ; (b) equivalent elastic modulus E  and 

equivalent Poisson’s ratio    

如图 2a 所示，含高体分的双相钛合金等效弹性性质

预测值差异较大；另一方面，由表 2 可知，α 相的

弹性模量预测值或测量值均大于 β 相，因此理论上，

  双相钛合金的 E 随 β 相的增加而逐渐降低。同

理，本模量预测的双相钛合金 受 β 增强相的影响

较大且随 β 相的增加而逐渐增大，由 0.322 增至

0.376。  

3  讨  论 

基于多尺度弹性响应本构模型预测的单相多晶体

材料等效弹性性质与实验测量值较吻合如表 2 所示。

如公式（11）、（14）、（16）所示，由单晶体组成的

多晶体材料等效弹性性质与其组分材料的弹性性质密

切相关[6]，如不同 V 原子浓度（29.4 at%，38.5 at%，

53.0 at%）的 Ti-V 合金（β-Ti），其弹性刚度系数 C11

从 140.02 GPa 增加到 167.6 GPa，C12 从 99.5 GPa 逐渐

增加到 105.1 GPa，C44 逐渐从 39.7 GPa 增加到 41.3 
GPa，导致本模型预测 Ti-V 合金等效弹性模量 E 近似

从 83.6 GPa 逐渐增至 100.9 GPa，与实验测量值（83.4，
90.9，100.9 GPa[6]）十分吻合，等效体积模量 K 近

似从 113.1 GPa 逐渐增至 125.9 GPa，等效剪切模量

G 近似从 30.3 GPa 逐渐增至 36.9 GPa，等效泊松比

 近似从 0.377 逐渐降至 0.366。进一步，基于多尺

度弹性响应本构模型预测的钛合金等效弹性性质如

表 3 所示。  
由表 3 可知，一方面，同类型的钛合金，添加不

同合金元素可形成不同的组织结构而影响组分材料的

弹性刚度，并最终影响钛合金等效弹性性质，如

Ti-17[31-32]、Ti-LCB[33]、Ti17/Ti5553[34]、β-钛合金[26,29,35-36]、

Ti-6242[37]、Ti-1023[38]等；另一方面，由公式（10）、

（11）可知，组分材料弹性性质改变时，钛合金等效

弹性性质也随之改变，如 Ti-10V-4.5Fe-1.5Al[39]、

Ti-6Al-4V[40]等。 
由于 α 相的弹性模量大于 β 相，模型预测的双相

钛合金 E 随着 α相含量的减少而逐渐降低如表 3 所示；

同理，β相的体积模量大于 α相，模型预测的双相钛合

金 K 随着 β相含量的增加而逐渐增大；而双相钛合金G
以及 根据公式（2）对应变化。含少量 β 相的 Ti-811
（Ti-8Al-1Mo-1V）合金，实验测量值 E 为 120 GPa，G
为 46 GPa[41]，与图 2 所示的本模型预测值大致相当；

α相含量为 5%~85%的 Ti-3Al-2.5V（ASTM Grade 9）[41]，

E 实验测量值为 95~105 GPa，G 实验测量值为 43~45 
GPa， 约为 0.300，与图 2 所示本模型预测值较一致，

从而证实了该模型的准确性。 
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表 3  不同钛合金的弹性性质 

Table 3  Elastic properties of different titanium alloys 

Ti-based alloy Single crystal constant/GPa  Equivalent elastic modulus, E /GPa 
C11 C12 C44  Experiment Current model 

Ti-17[31] 174 116 41  98.6 98.4 
Ti-17[32] 167 115 44  98.4 98.1 

Ti-LCB[33] 138 102.2 42.5  83.8 82.9 
Ti17/Ti5553[34] 100 70 36  69.4 68.8 

Pure β-Ti[26] 134 110 36  66.6 65.3 
Pure β-Ti[29] 134 110 55  92.0 83.5 
Pure β-Ti[35] 99 85 33.6  52.8 51.0 
Pure β-Ti[36] 97.7 82.7 37.5  57.5 55.7 
Ti-6242[37] 135 113 54.9  83.7 81.1 
Ti-1023[38] 140 128 50  67.2 64.0 

α+β alloy 
Constituent content/vol% Equivalent elastic property 

 Experiment  Current model 
α β  E /GPa    E /GPa   

Ti-10V-4.5Fe-1.5Al[39] 
52 48  113 0.335  97.8 0.352 
26 74  100 0.350  90.4 0.367 
9 91  87.5 0.360  85.8 0.377 

Ti-6Al-4V[40] 93.3 6.6  115.7 0.321  110.2 0.324 
74 26  111.5 0.326  104.3 0.337 

 

4  结  论 

1）材料等效弹性响应实际上是组分材料弹性响应

在宏观尺度上的弹性变形，基于多尺度弹性响应本构模

型预测的材料等效弹性性质与组分材料的弹性性质密切

相关。理论预测的 α-Ti 以及 β-Ti 单相多晶体材料等效弹

性性质，如 α-Ti 等效弹性模量 E 、等效体积模量 K 、等

效剪切模量G 、等效泊松比 分别约为 112.31 GPa、
103.47 GPa、42.57 GPa、0.319；β-Ti 等效弹性模量E 、

等效体积模量K 、等效剪切模量G 、等效泊松比 分别

约为 83.49 GPa、118.00 GPa、30.20 GPa、0.382，与实

验测量值较一致，证实了该模型的准确性。 
2）对于给定的 α+β双相钛合金，基于本模型预测

的等效弹性性质与实验测量值相当，其中 β 相含量从   
5vol%增加到 95vol%时，预测值E 近似从 111.1 GPa 逐

渐降至 87.5 GPa；K 近似从 104.2 GPa 增至 117.2 GPa；
G 近似从 42.0 GPa 降至 31.8 GPa； 近似从 0.322 增

至 0.376。因此，可通过控制双相钛合金的组成成分及

微观结构实现弹性性质的定量调控。 
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Multiscale Simulation of Elastic Properties of Titanium Alloy 
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Abstract: The elastic properties of titanium alloys are affected by their composition and structure. Based on the constitutive model of 
multiscale elastic response, taking α+β titanium alloy as an example, the equivalent elastic response of α+β titanium alloy under load was 
theoretically predicted and the equivalent elastic properties of titanium alloys with different phase contents were calculated, such as 
equivalent elastic modulus E , equivalent bulk modulus K , equivalent shear modulus G  and equivalent Poisson’s ratio  . The 
mechanism of the effect of phase content on the equivalent elastic properties of titanium alloys was also revealed. The comparison between 
different micromechanical models and experimental measurements shows that the E  of titanium alloy is affected by α phase, which 
approximately decreases from 111.1 GPa to 87.5 GPa and K , G , and   are affected by β phase. K  approximately increases from 
104.1 GPa to 117.2 GPa, K  approximately decreases from 42.0 GPa to 31.8 GPa, and   approximately increases from 0.322 to 0.376. 
The accuracy of the model is confirmed by the consistence with experimental measurements. 
Key words: titanium alloy; elastic properties; multiscale simulation 
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