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摘 要：基于第一性原理和相场方法，结合弹性自洽理论，开展了裂变碎片Xe对Zr弹性模量影响的多尺度模拟研究工作，揭

示了裂变碎片元素和辐照空洞对Zr弹性模量的影响规律，发现固溶在Zr基体中的裂变碎片Xe会降低弹性模量，而辐照空洞对

弹性模量降幅的影响较小。同时，建立了弹性模量（E）随辐照损伤剂量（D）和温度变化（T）的定量关系模型，即E = (105.28 −
0.0131D ) (1−4.2096 × 10−4T )。本工作为辐照后锆合金力学性能精细化分析奠定了技术基础。
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1　引 言

锆（Zr）合金具有优异的中子经济性和耐腐蚀性能，

以及良好的力学性能，是当前核电反应堆最常用的包壳

材料[1]。在实际服役过程中，锆合金受到长期堆内辐照，

内部产生大量的辐照缺陷，导致锆合金力学性能的恶

化[2]。因此，多年来锆合金辐照后的力学性能演化一直

是核材料领域内关注的重点问题[3]。

弹性模量是锆合金的关键力学性能之一，它不但决

定着锆合金的弹性变形性质，同时也是塑性变形计算中

的关键参数。已有研究表明，中子辐照对锆合金弹性模

量的影响较小，在工程应用中可忽略[4–5]。这是因为弹性

模量是微观组织不敏感量[6]，中子辐照产生的点缺陷和

位错环对弹性模量影响有限。然而，核燃料裂变产生的

高能碎片（如Xe、Kr、I等）进入锆合金包壳后对弹性模量

的影响目前尚缺乏充分的论证。

裂变碎片对锆合金弹性模量的影响主要来源于两方

面：第一，裂变碎片作为锆合金的杂质元素，可能改变锆

合金的局部成键状态，进而影响弹性模量；第二，高能裂

变碎片的轰击可能使锆合金基体产生少量空洞，它对弹

性模量的影响远比其它辐照缺陷的影响显著。因此，评

估裂变碎片对锆合金弹性模量的影响需要充分考虑以上

两方面的因素。

裂变碎片元素对弹性模量的影响可采用第一性原理

（DFT）方法研究。第一性原理方法常被用来计算研究合

金元素对材料服役行为和性能的影响[7]。郭连权等人[8]

借助第一性原理计算的方法，运用 2种赝势计算了ZnO

晶体的弹性模量，并对比分析了局域密度近似（LDA）和

广义梯度近似（GGA）的区别。张美娟[9]开发了一款高通

量第一性原理计算软件包，采用能量-应变法计算弹性模

量。通过施加不同的变形矩阵，计算不同变形量对应的

晶胞能量，得到能量-应变曲线，根据胡克定律得到相应

的独立弹性常数。最后根据Voigt-Reuss-Hill关系，计算

多晶各项同性弹性模量。王俊等人[10]分别讨论了能量-

应变法和应力-应变法计算β钛合金弹性常数的可靠性，

2种方法的误差在10%以内。李明曼等人[11]基于第一原

理的Muffin-Tin轨道（EMTO）与相干势近似（CPAE）相结

合的方法，系统研究了合金化对 β钛合金各相弹性模量

的影响规律及物理机制。信天缘等人[12]基于DFT，计算

含不同点缺陷的α-Zr三维杨氏模量，发现点缺陷引入和

Nb掺杂均会使α-Zr结构的各向异性减弱，从而可以在一

定程度上缓解因各向异性导致的锆合金辐照效应。因

此，第一性原理计算可以从电子尺度研究材料化学成分

对弹性模量的影响规律，是后续更高尺度的弹性模量计

算分析的基础。

空洞对弹性模量的影响研究则需采用介宏观尺度的

方法开展，如相场或有限元方法。空洞影响弹性体内应

力应变的分布，空洞的尺寸越大产生的影响越大，从而对

弹性模量产生的影响越大[13]。相场方法能在介观尺度模

拟微观组织与应力状态的内在关联，研究外力作用下材

料微观结构的演变规律[14]。同时，相场方法可以比有限

元更方便地计算空洞对非均质材料应力应变分布的影
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响，从而也更方便地计算对材料整体弹性模量的影响[15]。

本工作相场模型应用于计算空洞对材料整体弹性模

量的影响时，基体材料是假定为各向同性的，虽然相场方

法本身可以计算任意分布的各向异性弹性介质的力学响

应。考虑到实际锆合金为多晶材料，需要在考虑晶粒之

间的弹性变形协调的基础上，将其等效为各向同性均匀

弹性介质，这可以通过弹性自恰（elastic self-consistent，

ESC）理论来实现[16]。自洽（self-consistent，SC）理论最早

由Hershey[16]和Kröner[17]用于多晶材料。该方法假定每

个晶粒都是无限均匀介质中的椭球夹杂，其性质与多晶

材料的平均性质一致。该模型是无限大的弹性性质待定

的均匀有效介质中包含单个夹杂的模型，可预测多晶体

的宏观有效性质[18]。Budiansky[19]将这一思想用于多相

复合材料的有效弹性性质的预测，其组分材料是各向同

性且随机分布的，并不要求统一的形状和大小。Wu与

Budiansky[20]以及Kröner[21]根据经典的椭球夹杂解法，提

出了弹性自洽理论。弹性自洽作为一种重要的均匀化方

法，其考虑了夹杂物和基体的相互作用，其求解结果更加

准确，广泛应用于计算分析材料的力学性能[22]。因此，弹

性自洽理论广泛应用于材料力学性能模拟研究的领域，

能较精确地计算多晶材料的弹性模量。

本工作拟基于第一性原理[23]、相场[24–25]以及弹性自

恰理论[20–21]等方法研究裂变碎片Xe和辐照空洞对Zr弹

性模量的影响，建立一套裂变碎片和空洞对Zr基体弹性

性能影响的计算和评估方法，研究辐照对锆合金力学性

能演化影响的机制，为锆合金辐照后的力学性能评估提

供理论和技术支撑。

2　计算方法

在锆合金的辐照损伤层，影响弹性模量的因素主要

为裂变碎片成分固溶和空洞等。所以研究裂变碎片固溶

（Xe元素）以及辐照空洞对弹性模量的影响。研究裂变

碎片固溶的影响时，采用第一性原理计算弹性模量随Xe

含量的变化规律。研究空洞影响时，先使用第一性计算

的弹性模量并结合弹性自洽方法（ESC）计算多晶Zr的弹

性模量；继而以其为输入，使用相场微弹性方法计算分析

辐照空洞对弹性模量的影响规律。在上述研究基础上，

进一步分析了辐照剂量和温度对弹性模量的影响。

2.1　单晶Zr弹性模量计算

采用第一性原理方法计算Xe元素固溶对Zr基体弹

性模量的影响。使用的赝势为 PAW-GGA，能量截断半

径为 520 eV。首先计算密排六方结构纯Zr基体的弹性

模量，然后在Zr基体中替换 6.25at%的原子为Xe原子，

计算Xe固溶对Zr基体弹性模量的影响。

计算弹性模量的具体步骤如下：

（1）根据Zr基体的晶格点阵常数，建立纯Zr基体或

Zr-Xe的几何模型，并对固溶Xe的模型进行结构弛豫，确

保几何模型为初始平衡低能构型。计算纯Zr基体的弹

性模量，应用优化后的Zr晶格常数（a=0.324 nm, c=0.517 nm）

建立初始晶胞模型，其中 x 轴沿 [ 2
-
1
-
1 0 ]方向，y 轴沿

[
-
1 2

-
1 0 ]方向，z轴沿 [ 0001]方向，晶胞尺寸为 a×a×c，因

此一个晶胞模型中含有 2个Zr原子。对于固溶 6.25at% 

Xe的模型，需将纯Zr模型扩胞为2a×2a×2c，并将其中的

一个Zr原子替换为Xe原子，因此几何模型中含有 15个

Zr原子和1个Xe原子。随后对含Xe的几何模型通过能

量最小化进行结构弛豫，计算Zr-6.25at% Xe的平衡晶格

常数。结果发现，固溶 6.25at% Xe的晶胞弛豫后沿 c轴

稍有膨胀，为c=0.526 nm，而a轴变化可忽略。

（2）对步骤（1）建立的经过结构优化后的几何模型施

加5种不同组合的应变 εij，如表1所示。应变 ε在–1.6%~

1.6%的范围内取值。

（3）在不改变初始施加应变后元胞的形状和体积的

情况下放松几何模型以减小总的能量，并计算总能量

E (ε)。在每一种加载情况下得到不同大小应变下的总能

量后，通过公式（1）拟合总能量与应变的关系曲线。

∆E ( )ε
V ( )ε = 0

=
E ( )ε –E ( )ε = 0

V ( )ε = 0
= aiε

2 + biε + ci （1）

其中，E (ε = 0)和V (ε = 0)分别为无应变加载下的元胞

总能量和体积；ai，bi，ci分别为二次拟合系数。

（4）利用各向异性弹性模量与拟合系数ai的关系（表1）

计算5个独立的弹性模量。

2.2　多晶Zr弹性模量计算

2.2.1　弹性自洽方法

弹性自洽方法［16，26］假设多晶为无限大均匀介质，其

弹性常数设为C 0
ij，本构关系为：

表1  施加的应变张量和弹性模量与拟合系数的关系表达式

Table 1  Expressions of relationship of strain tensor and elastic 

modulus with fitting coefficient
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∆E ( )ε
V ( )ε = 0

= aiε
2 + biε + ci

(C11 + C12–P ) ε2 = a1ε
2

1
2

(C66–
1
2

P ) ε2 =
1
4

(C11 + C12–P ) ε2 = a2ε
2

1
2

(C33–
1
2

P ) ε2 = a3ε
2

(C44–
1
2

P ) ε2 = a4ε
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(C11 + C12 + 2C13 +
1
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C33–
3
2

P ) ε2 = a5ε
2
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σ 0
i = C 0

ij ε
0
j （2）

基体中存在n个晶粒，任意一个晶粒m弹性常数C m
ij

已知，本构关系为：

C m
ij = RijklC

single
kl （3）

式中，Rijkl为旋转张量，和晶粒取向相关；C single
kl 为Zr单晶

各向异性弹性常数，晶粒m的本构关系为：

σ m
i = C m

ij ε
m
j （4）

根据弹性非均匀夹杂问题，每个晶粒还满足关系：

σ m
i = C 0

ij ( εm
j –ε

*
j ) （5）

εm
i –ε

0
i = Sijε

*
j  （6）

联立公式（2）、（5）、（6）可得：

σ m
i –σ

0
i = C͂ij(εm

j –ε
0
j ) （7）

其中 C͂ij = C 0
ij ( I–S -1

ij )。将公式（2）、（4）代入公式（7），

求得：

εm
j = (C m

ij –C͂ij ) –1

(C 0
ij –C͂ij )ε

0
j （8）

两侧同乘C m
ij ，得：

σ m
i = C m

ij ε
m
j = C m

ij (C m
ij –C͂ij ) –1

(C 0
ij –C͂ij )ε

0
j （9）

对所有晶粒的应力按体积加权平均，获得总应力：

σ 0
i = C 0

ij ε
0
j = C m

ij ( )C m
ij –C͂ij

–1

(C 0
ij –C͂ij ) ε0

j （10）

最终获得方程：

C 0
ij = C m

ij ( )C m
ij –C͂ij

-1

(C 0
ij –C͂ij ) （11）

该公式左右两侧均包含宏观弹性常数，通过不动点

迭代法计算宏观弹性常数C 0
ij。

2.2.2　多晶弹性模量计算过程

已知单晶的各向异性弹性常数，求解多晶弹性常数。

假设多晶无织构，选取500个随机取向的晶粒，输入单晶

各向异性弹性常数，进行弹性自洽迭代计算，即可输出晶

粒的弹性常数，计算流程图见图1。

使用弹性自洽程序模拟计算含有500个随机取向晶

粒的多晶Zr弹性模量，得到这 500个晶粒的宏观弹性刚

度矩阵，结果如公式（12）所示。结果显示由于多晶的协

同变形效应，500个随机取向晶粒的宏观弹性模量近似

为各向同性。
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40.0

（12）

2.3　夹杂有空洞多晶Zr弹性模量计算

空洞在相场模型中看作弹性模量为零的特殊介

质，所以材料整体看成一种连续体，其上应力应变场

连续分布［14，27］。先将非均匀弹性体系的弹性常数写成

与坐标相关的量，并表示成系统平均值和局部差值的

形式：

Cijkl(r) = C 0
ijkl–ΔCijkl(r) （13）

从 2 个角度观察应变场，一个角度是将应变看

做外部应力引起的均匀应变和内部的局部应变之

和；另一个角度是将应变看成弹性应变和无应力应

变之和：

εij(r) = ε̄ij + Δεij(r) （14）

εij(r) = εe
ij(r) + ε∗ij(r) （15）

其中，εe
ij(r)表示局部弹性应变。根据弹性力学理论，可

以列出模型的位移方程、应力-应变关系以及平衡方程：

Δεij(r) =
1
2 (∂iuj + ∂ jui ) （16）

σij(r) = Cijkl(r) εe
kl(r) （17）

∂ jσij(r) = 0 （18）

其中，u是位移矢量，∂ i 表示沿坐标轴 i 的偏导。由此

得到：

C 0
ijkl∂jεkl(r)=∂ j{C 0

ijkl(r) ε*
kl(r)+∆Cijkl(r)[ εkl(r) –ε*

kl(r) ]}
（19）

设整个系统的外表面被一层极薄的弹性模量为C 0
ijkl

的材料所包裹。这一层极薄外壳的引入并不会影响系统

的弹性平衡，但是却使弹性模量的边界条件设定为

∆Cijkl(r) = 0。同时他假设系统表面的结构是均匀的，这

样就得到了无应力应变的边界条件 ε*
kl(r) = 0，上标 s表

示系统外表面。注意到 u(rs ) = 0，在明确了所有变量的

边界条件以后，可以对式（19）进行傅里叶变换，求出系统

位移的表达式：

Update the elastic
constant
C 0

ij=C 0′
ij

Initialize the elastic constant of 

the single cystal

Initialize the elastic constant of the 
polycrystalline cystal

Update the elastic constant of the 
polycrystalline crystal

Judge whether it 
converges

C 0
ij=C m

ij

    C m
ij =RijklCkl

C 0′
ij =<C m

ij (C m
ij –C͂ij)

–1(C 0
ij–C͂ij)>

｜C 0′
ij –C 0

ij｜

Yes

No

=error

single

图1  ESC法弹性常数计算流程图

Fig.1  Calculation flowchart of elastic constants by ESC method
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ui(r) = ∫
k
⇀

= 0
d 3k

( )2π
3 {–i

1
k
Ωij( )n {C 0

jklm( )r ε∗lm( )r

                 }}+ΔCjklm( )r [ ]εlm( )r –ε∗lm( )r
k
nk eik ⋅ r

（20）

其中，k是计算格点在倒空间的位置矢量，n是k的倒空间标

准化矢量，n = k/k。公式中的Ωij(n) = [C 0
ikjlnknl ]

-1

。{ f }
k
是

f的傅里叶变换项。根据位移表达式计算弹性应变场：

εij(r) = ε̄ij + ∫
k
⇀

= 0
d 3k

( )2π
3 [ ]niΩjk( )n + njΩik( )n

               ×{C 0
klmn(r) ε∗mn(r) + ΔCklmn(r)[ εmn(r)

                –ε∗mn(r) ]}
k
nle

ik ⋅ r

（21）

其中，平均应变 ε̄ij在应力边界条件下，体现了将外加宏观

应力对系统均匀形变的影响：

ε̄ij = S 0
ijkl

é
ë
êêêêσ appl

kl +
1
V ∫V

Cklmn(r) ε∗mn( )r  

–
1
V ∫V

Cklmn(r)Δεmn( )r ù
û
úúúú （22）

其中，S 0
ijkl 是C 0

ijkl 的逆，σ appl
kl 是外加应力张量，V是计算系

统的总体积。这样就将局部应力写成了宏观应变场的函

数。杨辉[13]通过迭代求解的方法直接得到系统的平衡应

变场，所采用的不是通常的直接迭代法，而是一种称为弛

豫迭代的算法：

ε
( )N + 1 Step_in

= a ε
( )N Step_out

+ (1–a) ε
( )N Step_in

               （23）

ε
                   ( )N+1 Step_out ij

(r)=ε̄ij+∫
k
⇀

=0
d 3k

( )2π
3

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
úniΩjk( )n

+njΩik( )n
                                           ×

ì
í
î
C 0

klmn(r) ε∗mn(r)+ΔCklmn(r)    

                                            
é

ë
ê
êê
ê ε
( )N+1 Step_in mn

(r) –ε∗mn(r)ù
û
ú
úú
úü
ý
þk

nle
ik⋅r

（24）

其中，下标 (N )Step_in和 (N )Step_out表示第N步的2个

预测值。通过式（23）和式（24）可以迭代出第（N+1）步的预

测值。a是弛豫迭代步长，可以发现a值越大，每次迭代应

变场的修正程度就越大，计算结果的收敛速度越快，但是过

大的步长有可能导致结果无法满足收敛的精度要求，甚至

无法收敛。这就要求收敛步长取得适当。通过这种方法

计算的应力应变场的结果与实际的解析解符合得很好。

3　结果与讨论

3.1　裂变碎片Xe对Zr基体弹性模量的影响

采用第一性原理方法计算Xe元素固溶对Zr基体弹

性模量的影响。分别计算了单晶纯Zr、单晶Zr中加入适

量（6.25at%）Xe元素后的弹性模量。计算结果发现：纯

Zr的弹性模量与文献[28]中结果接近；引入Xe夹杂后会

降低Zr基体的弹性模量。图2是5组加载应变对应的能

量变化，以及采用公式（1）拟合的曲线。根据表1的转换

关系，可以计算出纯Zr、掺杂6.25at% Xe后的弹性模量，

其结果如表2所示。作为对比，表2也列出了文献[24]中

hcp-Zr的参考弹性模量。可以看出计算结果与文献调研

比较接近，说明计算方法可靠，引入Xe夹杂会降低Zr基

体的弹性模量5%~30%。

3.2　辐照空洞对锆基体弹性模量的影响

研究空洞对弹性模量的影响分两步进行，首先基于

弹性自洽理论模拟，并结合单晶Zr弹性模量计算多晶Zr

的弹性模量，然后基于得到的多晶模量，应用相场微弹性

理论模拟计算空洞存在时Zr多晶的弹性模量，分析空洞

含量对其的影响规律。

基于相场微弹性理论模拟计算空洞对损伤层弹性模

量的影响。模拟在二维模型中进行，空洞体积分数为

1.3%，并假设含空洞时基体弹性性质与不含空洞时基体

弹性性质相同。采用单轴压缩（50 MPa加载应力）的方

式进行变形，以获得系统的应力-应变分布，如图3所示。

图2  能量随加载应变的变化

Fig.2  Variations of energy with loading strain (the symbols represent the results of first-principles calculations, and the solid lines represent the 

fitting results of Eq.(1)): (a) pure Zr and (b) Zr-Xe (6.25at%)
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结果显示，无空洞时基体的弹性模量为105.0 GPa。含有

1.3%的空洞（图4）时，由于空洞体积小，因而不会引发各

向异性变形，应力、应变在基体和空洞内分布均匀。此时

的弹性模量为 101.4 GPa，降幅约 3.43%。结合实体动力

学蒙特卡洛（OKMC）[29]方法计算辐照缺陷长时间演化后

的模拟结果：在辐照剂量约1 dpa时，Zr基体中空洞体积

分数不超过 1%。因此，辐照空洞对Zr基体弹性模量的

影响可以忽略不计。

3.3　弹性模量与辐照剂量、温度关系分析

综合以上研究结果可知，研究裂变损伤对弹性模量

影响时只需考虑裂变碎片固溶的效应，而固溶含量随辐

照剂量改变，据此可以推导弹性模量随辐照剂量的变化

规律。此外，即使辐照剂量相同，温度也可能显著改变弹

性模量。以下将进一步分析辐照剂量和温度对弹性模量

的影响。

研究辐照剂量对弹性模量影响首先考虑裂变碎片含

量与损伤剂量的关系，以及裂变碎片含量与弹性模量的

关系，然后建立损伤剂量与模量的关系。碎片含量随损

伤量的变化规律可以从微结构演化的模拟中获得，当辐

照损伤剂量为75 dpa时，Xe元素所占原子分数为0.27%。

碎片Xe浓度与入射剂量D关系为：

cXe = 3.64 × 10-5 D （25）

其中，D的单位为dpa。

计算固溶含量对弹性模量影响是通过计算弹性模量

随Xe含量的变化规律实现的。首先，以纯Zr各向异性

弹性常数为输入，通过弹性自洽程序计算多晶Zr的弹性

模量为 105.28 GPa，泊松比为 0.316。将掺入 6.25 at%的

Xe原子后的各向异性弹性模量作为输入，通过弹性自洽

程序，得到多晶Zr固溶Xe后的弹性模量和泊松比分别

为 82.77 GPa和 0.335。本研究将弹性模量与Xe浓度比

近似处理为线性组合，那么掺入浓度为 c的单一Xe元素

后弹性模量可表示为：

E (cXe ) = E0 + cXe

EXe - 6.25–E0

6.25%
= 105.28–360cXe （26）

将 cXe与辐照剂量D的对应关系带入，可得弹性模量

与剂量率关系为：

E = 105.28–0.0131D （27）

在获得的弹性模量与辐照剂量关系的基础上进一步推

导模量与温度的关系。由于E与剪切模量μ的关系为：

E = 2μ (1 + v ) （28）

其中，v为泊松比，数值不随温度变化。通过计算Zr的剪

切模量μ随温度的变化关系可得，μ随温度增加而线性下

降，拟合直线方程为：μ = –0.0143T + 33.97。因此E也随

温度线性下降，据此可得：

E = (105.28–0.0131D ) (1–4.2096 × 10-4T ) （29）

其中，T为温度，单位为K。

表2  Zr和Zr-Xe (6.25at%)的弹性模量（（Cij））

Table 2  Elastic modulus Cij (GPa) of Zr and Zr-Xe (6.25at%)

Cij

C11

C12

C13

C33

C44

C66

Zr (this work)

155.9

57.7

66.1

165.7

27.2

49.1

Zr(Ref.[28])

155.4

67.2

64.6

172.5

36.3

44.1

Zr-Xe (6.25at%)

128.8

50.9

60.1

153.5

18.6

39.0

 
a b a b

图3  不含空洞和含1.3%空洞基体弹性模量示意图

Fig.3  Schematic diagrams of elastic modulus of substrate without 

voids (a) and with 1.3% voids (b)
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图4  含1.3%的空洞的晶体压缩后的应变和应力分布情况

Fig.4  Distribution of strain (a) and stress (b) of the crystal with 1.3% 

voids after compression
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4　结 论

1）固溶在纯Zr基体中的Xe会引起Zr弹性模量各个

分量下降。

2）含 1.3%（体积分数）空洞 Zr 的弹性模量下降约

3.43%，降幅相对很小，故暂时不考虑空洞的影响。

3）根据裂变碎片Xe的浓度随辐照剂量的变化，以及

剪切模量随温度的变化，建立了裂变损伤后的弹性模量

随损伤剂量和温度变化的定量关系模型。

4）Zr基体中弹性模量的影响因素除了上述两点外，

还包括第二相颗粒析出可能导致弹性模量的升高。可在

未来工作中可结合实验表征第二项颗粒的信息，通过相

场微弹性理论计算评估其对弹性模量的影响规律。
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Multi-scale Simulation of Influence of Fission Fragments on Zr Elastic Modulus

Sun Zhipeng1, Peng Danmin1, Zhang Zikang2, Liu Guisen2, Jiang Linfeng2, Li Yuanming1, Tang Chuanbao1, Shen Yao2

(1. State Key Laboratory of Advanced Nuclear Energy Technology, Nuclear Power Institute of China, Chengdu 610213, China)

(2. School of Materials Science and Engineering, Shanghai Jiao Tong University, Shanghai 200240, China)

Abstract: Based on first-principles, phase field method, and elastic self-consistent theory, the influence of fission fragments on the Zr elastic 

modulus was analyzed through the multi-scale simulation. This research revealed the influence of the fission fragment elements and irradiation 

voids on the Zr elastic modulus. Results show that the fission fragment Xe dissolves in Zr matrix can reduce the elastic modulus, while the effect 

of irradiation voids on the elastic modulus is relatively small. Meanwhile, the quantitative relationship model was established between the elastic 

modulus (E) and the changes in irradiation damage dose (D) and temperature (T), E = (105.28 − 0.0131D ) (1 − 4.2096 × 10− 4T ). This work lays 

a technical foundation for the refined analysis of the mechanical properties of Zr alloys after irradiation.
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