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摘  要：根据复相材料细观力学模型，预测了镍基高温合金等效弹性响应，基于宏观应力-应变关系，理论计算了 GH4169 及

组分材料等效弹性性质参数，即等效弹性模量 E ，等效体积模量 K ，等效剪切模量 G 和泊松比 ，与文献报道的实验值进

行对比分析。结果显示：GH4169 合金理论计算值 E =218.60 GPa, K =180.20 GPa, G =84.20 GPa， =0.298 与实验值偏差分别

为 7.16%、10.69%、6.58%、0.67%；γ′相理论计算值 E =201.10 GPa， K =173.70 GPa，G =76.93 GPa， =0.307 与实验值偏

差分别为 1.42%、0.40%、2.00%、1.66%，较小的误差证明了该模型的准确性；进一步，理论预测了镍基高温合金细观弹性响

应，基于单轴载荷作用下细观弹性应力-应变关系，理论计算了 GH4169 合金 γ-(Ni-Cr-Fe)相(220)晶面衍射弹性常数，即

E220=233.89 GPa， 220=0.284；同时，采用四点弯曲标定载荷应力，结合 X 射线衍射应变实验测量了 γ-(Ni-Cr-Fe)相(220)晶面

衍射弹性常数，并与理论计算值对比分析。结果表明，实验测量值E220=248.00 GPa、 220=0.276与理论值的偏差分别约为5.69%、

2.90%，证实了该理论模型的准确性，也为衍射法测量残余应力研究提供理论基础。 
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镍基高温合金具有优异的性能，已经被广泛应用

于结构材料的热段，特别是燃气轮机、叶片、机罩等

航空发动机零部件 [1,2]。其中，GH4169(国外牌号

Inconel 718)合金以其优良的高温力学性能、耐腐蚀性

能等，成为生产航空涡轮机用的主要原材料[3]。然而，

残余应力的存在将影响镍基合金的性能及加工工艺，

如高应力水平促进了裂纹扩展，缩短了孔洞扩展的时

间[4]；残余压应力对 GH4169 微动疲劳(fretting fatigue, 

FF)的改善起着至关重要的作用[5]；Krajewska-Spiewak

等人[6]为了确定施工安全系数(基于随机相关)，研究了

Inconel 718 表层残余应力对结构安全系数的影响；激

光喷丸的 GH4169 合金表层出现了高幅值的残余应

力，高温保持后试样的残余应力不同程度降低，但均

高于未喷丸试样[7]；Yu 等[8]的热处理实验结果表明，γ′

析出相的立方形状越规则，其尺寸越均匀，热处理后

的蠕变断裂寿命越长。 

随着残余应力检测技术的日益成熟，对残余应力

的理论预测以及定量标定越来越引起学者们的广泛关

注。其中，实验测量残余应力的方法很多，如以中子

衍射[9]、X 射线衍射[10]等为代表的衍射法（无损法）；

以钻孔法[11]、纳米压痕法等为代表的常见的[12]机械测

量法（有损法）以及其他方法[13]等。其中，衍射法测

量构件残余应力结果相对准确，具有对构件无损坏等

优势，较其他方法应用面更广，普适性更高。根据衍

射法测量材料残余应力原理，衍射晶面的选择(hkl)以

及与衍射晶面有关的弹性常数 Ehkl、νhkl，直接影响材

料残余应力测量的准确性[14]。 

细观力学的目的是建立可行的理论模型，以便对

材料的宏观性能与组分材料的微观结构之间的关系进

行定性分析和定量计算，从而为材料的性能设计和优

化提供科学的理论依据
[15]

。本研究基于多晶夹杂复相

材料细观力学理论
[16]

，预测了 GH4169 单轴载荷作用

下等效弹性响应，理论计算了 GH4169 及其组分材料

的等效弹性性质参数， E (等效弹性模量)、K (等效体

积模量)、 G (等效剪切模量)和 (泊松比)；定性分析

了组分材料细观弹性应力 -应变关系，理论计算了

γ-(Ni-Cr-Fe)相(220)晶面衍射弹性常数，E(220)和 (220)；

结合 X 射线衍射应变测量装置，采用四点弯曲加载宏

观载荷应力，对 GH4169 中 γ-(Ni-Cr-Fe)相 E(220)、 (220)

进行原位 X 射线衍射试验测量，并与理论计算值对比

分析，从而验证模型的准确性，进一步讨论试验精确

标定残余应力所需的应力-应变关系。 

1  两相模型 
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根据两相材料细观力学模型，引入代表体元

(representative volume element, RVE)
[17]

对复相材料进

行几何重构，对复相材料 RVE 进行体积平均得到多晶

夹杂复相材料等效弹性性质，即 

9 3 2

3 6 2

KG K G
E

K G K G



 

 
，                 （1） 

式中， K 是复相材料整体的等效体积模量(effect bulk 

modulus, GPa)； G 为等效剪切模量 (effective shear 

modulus, GPa)； E 、 分别是等效弹性模量(effective 

elastic modulus, GPa) 和 泊 松 比 (Poisson’s ratio, 

dimensionless)。其中， K 和 G 由下式给出[18]： 
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式中，Ki、Gi(i=0, 1)分别对应材料基体相(i=0)或增强

相(i=1)的体积模量及剪切模量，两者都与组分材料的

单晶体弹性刚度有关；这里，
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进一步，根据已有细观力学理论基础，定义增强

相细观弹性应力-应变关系： 

 1
S T                            （3） 

式中，
1 表示复相材料中增强相的平均应变； 、 

分别表示宏观载荷作用下材料整体的平均应力和应

变；  是由于组分材料弹性性质不同而引起的应变附

加项； S 表示材料等效弹性柔度张量；T 表示材料晶

体之间弹性相互作用因子。 

基于复相材料细观应力-应变分析，定义组分材料

晶面衍射弹性常数如公式（4）、（5）表示。 
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式中， 、E 为复相材料的等效弹性常数；tij,(i, j=1, 2, 

3…6)表示构成弹性相互作用因子 Tij的矩阵元素；(u, ν, 

w)是与衍射晶面(h, k, l)有关的晶面法向方向余弦，即 
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式中，      
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a、b、c 以及 α、β、为晶体结构参数。 

综上，联立公式 (4)、 (5)和 (6)即可求得晶面衍    

射弹性常数 Ehkl 和 hkl，详细推导过程可参见文献[16]。 

2  GH4169 晶面衍射弹性常数理论计算 

ν 
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由公式(4)和(6)可知，GH4169 组分材料晶面衍射

弹性常数，与其等效弹性性质参数有关。根据

Kröner-Reuss 模型[19]，Ki、Gi(i=0, 1)可分别由 γ′-Ni3(AlTi)

第二相与 γ-(Ni-Cr-Fe)基体相弹性刚度求得，所需的弹

性刚度常数如表 1 所示。 

如表 1 所示，γ′和 γ均为典型的体心立方 bcc 结构，

借助 Kröner-Reuss 模型的推导[19]，可以计算得到 γ′和

γ 相的体积模量和剪切模量。进一步，联立公式（1）

和（2），计算得到 GH4169 及其组分材料的等效弹性

常数，并与文献报道的实验值对比，如表 2 所示。 

从表 2 中可以看出 GH4169 等效弹性性质参数与

文献报道的实验值接近， E 、 K 、G 、 与实验值的

误差分别为 7.16%、10.69%、6.58%、0.67%，进而证

明了两相模型中复相材料等效弹性质细观力学理论计

算的准确性。 

在公式（5）中，对于 γ 相颗粒与周围晶体弹性相

互作用因子 Tij 可以用下式求得： 

   
1 1
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式中，C0、C1 分别表示 γ 相以及 γ′相的弹性刚度常数；

S 表示 GH4169 整体弹性柔度常数；S
E 表示 Eshelby

夹杂张量[23]；I 为单位六阶矩阵；B0 表示宏观载荷应

力作用在 γ 相中的应力集中张量，即 
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表 1  γ′和 γ 相的弹性刚度常数 

Table 1  Elastic stiffness constants of γ′ and γ phase 

Phase 
Elastic stiffness constant/GPa 

Reference 
C11 C12 C44

 
γ 248 149 125 [20] 

γ′ 223 149 125 [21] 

 

表 2  GH4169 及组分材料的等效弹性性质参数  

Table 2  Effective elastic property parameters of GH4169 and 

its components 

Material 
Effective elastic property parameters 

E /GPa K/GPa G/GPa   

γ
Cal.

 223.00 182.00 86.22 0.295 

γ′
Cal.

 201.10 173.70 76.93 0.307 

 
EXP.

21
   204.00 173.00 78.50 0.302 

GH4169
Cal.

 218.60 180.20 84.20 0.298 

 
Exp.

22
GH4169  204.00 162.80 79.00 0.300 

Note: Cal.: the calculated values in this work; Exp.: the experi- 

mental values in report 

可以转化为六阶矩阵表示。 

进一步，对于体心立方结构的 γ 相，与衍射晶面

(h, k, l)有关的晶面法向方向余弦可以化简为： 
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联立公式(4)、(5)、(7)~(9)，可得到 γ-(Ni-Cr-Fe)相晶

面衍射弹性常数显函式： 
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式中， E 、 分别是 GH4169 合金等效弹性模量和泊

松比； 2 2 2 2 2 2u w w u     。 

综上，根据多晶夹杂复相材料细观力学模型可以

计算得到(220)晶面衍射弹性常数：E220=233.89 GPa，

 220=0.284。 

3  GH4169 晶面衍射弹性常数实验测量 

3.1  实验样品制备 

将试验用 GH4169 高温合金，组分元素如表 3 所

示，按照 GB/T15970.2-200，切割成 130 mm×15 mm× 

3 mm 的样品。为确定两相合金成分，对 GH4169 样品

进行 XRD 射线衍射物相分析（XRD，D/max2550pc），

其结果如图 1 所示。 

对比文献[24]，最终确定 GH4169 高温合金为典

型的两相合金。 

 

表 3  实验用 GH4169 组成元素 

Table 3  Chemical composition of the experimental GH4169 

superalloy (ω%) 

Ni Cr Fe Nb+Ta Mo Ti Co Al Si 

51.55 19.62 Bal 5.08 3.03 1.08 <1.0 0.58 0.17 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 1  GH4169 高温合金 X 射线衍射图谱 

Fig.1  XRD pattern of GH4169 superalloy 
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3.2  GH4169 四点弯曲标定载荷应力 

利用四点弯曲方法标定实验样品单轴载荷下的宏

观应力，如图 2 所示。其中，图 2a 是无应力加载时的

试样，图 2b 是四点弯曲载荷作用示意图。 

根据 GB/T15970.2-200 金属和合金的腐蚀–应力

腐蚀试验第 2 部分：弯梁试样的制备和应用，四点弯

曲标定材料样品表面的宏观载荷应力为： 

 2 2 23 4
/

12 4

H A h
y

Et Et


 
   
  

             （12） 

式中，∆y 表示样品试样弯曲状态下的顶点到无应力时

的样品表面的距离，也表示螺纹旋进的距离；H 表示

四点弯曲夹具的外距；h 表示四点弯曲夹具内距；A

表示内、外两支点的距离；t 表示样品厚度，各参数大

小如表 4 所示。按照公式（12）所述实验原理，计算

得到 GH4169 单轴载荷应力，如表 5 所示。 

3.3  GH4169 原位 X 射线应变测量 

首先，在进行宏观应力标定的同时，用残余应力

测试仪(x-stress 3000 made in Finland) 对处于不同弯

曲状态下的试样进行一系列衍射应变测量，设定不同

辐射角，即：0°，±14.5°，±20.7°，±25.7°，±30°，

其结果如图 3 所示。 

根据 X 射线衍射双倾法[25]，在平面应力状态下，

定义 φ方向的应变  ： 

 0 0

1
cot 2 2

2

d

d
    


                （13） 

其平面应力状态为： 
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
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         （14） 

这里，2θ0 表示无应力时的衍射角；表示宏观载荷 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 2  四点弯应力加载示意图 

Fig.2  Schematics of four-point bending stress loading: (a) without loading and (b) during loading  

 

表 4  四点弯曲试验参数 

Table 4  Experimental parameters of four-point bending  

Parameter H/mm h/mm A/m E/GPa t/mm σ/MPa ∆y/m 

Magnitude 119.43 59.29 31.86 204 2.80 Cal. Mea. 

Note: Cal.: the calculated value; Mea.: the measured value 

 

表 5  GH4169 四点弯曲应力测定值 

Table 5  Four-point bending stress measurement of GH4169 

Order σ/MPa E/GPa h/mm H/mm A/m t/mm ∆y1/m 

a 218.00 204.00 119.43 59.29 31.86 0.00091 2.80 

b 281.00 204.00 119.43 59.29 31.86 0.00117 2.80 

c 340.00 204.00 119.43 59.29 31.86 0.00141 2.80 

d 434.00 204.00 119.43 59.29 31.86 0.00181 2.80 

e 470.00 204.00 119.43 59.29 31.86 0.00196 2.80 

a b 

t 

Ht' 
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图 3  γ 相(220)衍射晶面实验测量结果 

Fig.3  Experimental measurement results for (220) diffraction plane of γ phase: (a) σ=218 MPa, (b) σ=281 MPa, (c) σ=340 MPa,       

(d) σ=434 MPa, (e) σ=470 MPa; (f) the diffraction data fitting of (220) crystal plane 

 

应力；11 和22 表示样品表面的正应力；νhkl、Ehkl 分

别表示实验测量得到的晶面衍射弹性常数。 

最后，拟合 2θ~sin
2
φ 直线上的数据点，得到直线

的斜率 M 和纵截距 A： 

0

0

1

360 tan

360 tan
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hkl

hkl

hkl

M

E

A

E




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 




               （15） 

式中，
M



 


是不同线性拟合直线的斜率 M 与宏观载荷

应力线性拟合的直线斜率；
A



 


表示不同线性拟合

直线的纵截距 A 与宏观载荷应力线性拟合的直线斜

率；Eh k l 和 h k l 分别为本次试验测量得到的晶面衍 

射弹性常数。 

结合图 3f 中线性拟合的数据， M



 


=–0.001 78；

A



 


=0.000 83，截距 A 与应力 σ 直线的纵截距为

128.47°，即 θ0=128.47，得到 GH4169 高温合金 γ 相

(220) 晶 面 衍 射 弹 性 常 数 为 E220=248.00 GPa ，

 220=0.276。 

4  分析与讨论 

GH4169 高温合金及组分材料的等效弹性性质参

数，即 E =218.60 GPa(等效弹性模量)、K =182.20 GPa 

(等效体积模量 )、 G =84.20 GPa(等效剪切模量 )和
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 =0.298(泊松比)；γ 相的 E =223.60 GPa(等效弹性模

量)、K =182.00 GPa(等效体积模量)、G =86.22 GPa(等

效剪切模量)和 =0.295(泊松比)；γ'相的 E =201.10 GPa 

(等效弹性模量 )、 K =173.70 GPa(等效体积模量 )、

G =76.93 GPa(等效剪切模量)和 =0.307(泊松比)。结

果显示：γ 相的 E 、K 、G 较 GH4169 高温合金的大，

而 γ′相的 E 、 K 、 G 较 GH4169 高温合金的小，γ′相

与 γ 相的联合影响使得 GH4169 高温合金的等效弹性

常数介于两者之间；GH4169高温合金组分材料 γ相(220)

晶面衍射弹性常数理论预测值分别为 E220=233.89 GPa，

 220=0.284 与实验测量值 E220=248.00 GPa， 220=0.276

误差分别约为 5.69%，2.90%，较小的实验误差证明了

该模型的准确性。 

模型预测值与试验测量值存在一定的误差，这可

能是由于多晶夹杂复相材料细观力学模型假设与材料

真实情况存在一定的差异，组分材料弹性刚度常数值

的大小，试验测量过程中宏观载荷应力的计算误差以

及 X 射线衍射应变测量的系统误差等因素，导致试验

测量结果存在一定的偏差。 

5  结  论 

1) 基于多晶夹杂复相材料细观力学模型，

GH4169 合金理论计算值 E ， K ， G ， 与文献报道

的实验值偏差分别为 7.16%、10.69%、6.58%、0.67%。 

2) γ-(Ni-Cr-Fe)相(220)晶面衍射弹常数 E220 以及

 220，理论计算值与本试验测量值对比分析，E220 实验

测量值与理论计算值的偏差约为 5.69%；ν220 实验测量

值与理论计算值偏差约为 2.90%，较小的误差证实了

理论模型的科学性与准确性，从而为衍射法测量残余

应力提供了理论依据。 
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Measurement and Calculation for Crystal Plane Diffraction  

Elastic Constants of GH4169 
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Abstract: According to the micromechanics of composites, the effective elastic respond of Ni-base superalloy was predicted and the 

parameters of effective elastic properties of GH4169 as well as its constituent materials namely effective elastic modulus E , effective bulk 

modulus K , effective shear modulus G  and Possion’s ratio  , were also theoretically calculated on the bases of macroscopic 

stress-strain relationship. Compared with the theoretically calculation and the experimental measurement in article, the results show that 

the errors of the theoretical calculated values of GH4169 alloy 218.60  GPaE= , 180.20  GPaK= , 84.20  GPaG= , 0.0298 =  and the 

experimental values are 7.16%, 10.69%, 6.58%, 0.67%, respectively; the errors of γ＇phase theoretical calculated values 201.10  GPaE= , 

173.70  GPaK= , 76.93  GPaG= , 0.307 = and the experimental values are 1.42%, 0.40%, 2.00%, 1.66%, respectively, which proves the 

accuracy of the theory. Furthermore, the mesomechanical elastic respond of Ni-base superalloy was predicted in theory and the crystal 

plane diffraction elastic constants of γ-(Ni-Cr-Fe) phase of GH4169 alloy, E220=233.89 GPa,  220=0.284 were also calculated theoretically 

based on mesomechanical stress-strain relationship of Ni-base superalloy under uniaxial loading. Simultaneously, the diffraction elastic 

constants of the (220) crystal plane of γ-(Ni-Cr-Fe) phase were experimentally measured with the combination of four-point bending to 

calibrate the load stress and X-ray diffraction for diffraction strain measurement. Contrasted between the theoretical and experimental, the 

results demonstrate that the experimental E220=248.00 GPa,  220=0.276 and that difference between the theoretical calculation is 5.69%, 

2.90%, respectively, which proves the accuracy of the theoretical model and also provides a theoretical basis for the study of residual stress 

measurement by diffraction method as well. 

Key words: Ni-based superalloy; crystal plane diffraction elastic constants; four-point bending; in situ X-ray diffraction 
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